1 Hilbert's 10. Problem nach Matijasevic 1975/30
(mx wonential-digphantische Beschreibung
einer klvinen universellen Turing-Machine {UTM).)

. G. Hasenjasger

A Vorgeschichte. Rekursiv aufzahlbar (r.e.) (1935/6 Turing,Post)

virde sukgessive suf Eix('xf;y":x)fim..z‘.+ '“ol" (a,x,v, z,,..zu)

Y "Bxol" (a,—fc}) (Devis 1960) und auf % "Pol" \’(a,x)_(};iatijasﬁwa 1?,"0)
reduziert. Ausflihrliche Darstellung in Davis (1973). Obwohl in
der Exponential-Polynomgleichung "Expl' auch MM erlanbt war,
vrauchte die "{vy<x)"-Version die im wesentlichen polynomiale
Folgencodierung von Godel (1931), (Reste nach teilerfremden
Divisoren), am die Bigenschaft einer Berecnmangsfolge durch
"(yy<x)" auszudricken, Vielleicht an.ucregt durch Singmaster (1974)
Zaeb Matijaseviﬁ {1975/80) eine Beuchreibung des Verhultens von
Turingmaschinen durch zugeordnete Semi-Thue-Systeme, &8 mit
einer einfachen Folgencodierung (die nicht o neu war ) und einer

Beschreibung von deren Verhal ten, (iie das wesentlich Neoue ause—

macht ). Wine Variante fir Minsky-Maschinen von Jones-Matijase-

o . . ) , v - . .
vid (192¢/84) wurde nir durch ¢. Borgers Vorirage {Bonn 1I1.71932,
Cberwolfach TV.1982) bekannt, nach lem Yortra, von Jones {RBonn

N Hi g o . . o .
JeX.1982) B iber auch Motigjasevid {1975/80). Mach Borgcrs Vor-

tﬂa&gn hatte ich versucht, des Neue werkzeug aunfl die Beschrelbung

giner kleinen UTM anzuwvenden, undgheine Yersion hinreichend ver-

schieden von MdtlJaSSVlC \19?,/8u) ist, wird sie hier dargestellt.

B Das ‘jerkzeug

dig{a,o,i)=cle Axy(a= x+bt 4+c-b"+y A c<b A y<b©)

(2)=aig((2%+2)%,2%+1,0)
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a .
s 3= §x|| /2x1g1mod2§,[;m folgenden odd fur ungerade),
8
S AS. =@ e ( +b) odd (Mat. 1975/80 nach Kummer 1852)
8

5, €8, © (b) odd (Mat. 1980/84 nach Lucas 1877)
Reweis such durch Induktion uber die Lange der Dual-Schreib-

) e a
weise von a,b fur S,€8 , mit 21(“b 1), 2|f( )—(b)). Dann
auch S8 .nS = @ « S_e5_, -
Ich benutze aupserdem eine "7usammenfassung’ beider "Beobachtun-
gen's

S =8 q -
Sar‘.ub-oc « ch_oa AISCC_:_Sb A S r\.Sbnu =

Mit sﬁgsy - Sy\SK=Sy_X hat man

S nS-bnS' = SanS.b_c = Sbnsa“c , 8lso
ay (D a+b-c a+h-c -
055, (5)-(3)-(27) (70 ata
—_ - H
und wegen (i).(aﬁz C) - (El'.'i'b C). ( )(d+b C)

2! (a=c)t{b-c)!

a 4+Dh~C
sogar S _nS =8, © () ( Y odd,

- - (z.8.).

Velieicht nitzlich sind auch (mit 8,08, = £ = 8,08,=5 )

E+y

388,28, @ (3) (°t%)oad, auen « (2 (%% oaa

und

& 8 - ;
SuS, =8, © (a)n(c_b) odd, (z.B.)

Mehrstellige boolesche Beziehungen analog ohne HJusntifikation
fiv» die Komposition auszudricken, ist mir nicht gelungen.

Vgl, aber !i;

C Die Folgencodierung ais Menge 'gedachts

I{st b eine Potenz von 2 und die CGlieder &g-ag einer Folge als
Tuelzahlen gegeben, So lassen sich die benutzten Bedingungen

fir Folgencodierungen c=Z— aib" ausdricken als Bedingungen fur
i<k

die als DC codierten Mengen, /»M/{' IEIC l) A Sa QS

vegen (z.H.) vab3e ( )(a+b ®Yodd wird auch agb (ggf. auch
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asb , ayb) geschrieben, i.allg., sollen Gropbuchstaven ausdricken,
daff Zahlen als (Darstellung).von)Mengen CIN zn denken sind. ~
Statt gin Band durch 2 MReller" darzustellen und die Operation
darsuf (2x, 2x+1, [X/Ej) Zu programmieren, werde das Band amn den
"ungeradén” Stellen einer Sgquidistanten Folge A mit dem beobach-

teten Feld "aufgehéngt", wobei die geraden Stellen B als Begren—

zung dienen.
Sel q;zm’1+1, x=2(me1+1), b=2" | also b=g? , wobei spiter 1 die
D

Lénge einer Programmschleife wird, ¢ die Periode der Aufhinger—,

bzw. Begrenzungspunkte. Dies wird durch B = 57— bL, A = q<B er-
L<@+1 EP N
reicht., Die "lokale Maske" M = E:Z::2L+4 fullt gersde das Geblet

i<
zwischen den heiden kleinsten "Punkten™ von B . Ist nun T ein

Protokoll der "Geschichte" des Bandes, so kann durch TpB = O

oder durch T B°*M ausgedruckt werden, dspg sich "Kopf" und "Schwanz'
benachbarter Darstellungen nicht storen. (Die 2. Bedingung ist
formal stwas stérker, da sie auch am obsren inde der Darstellung
(unwesentlich) einschrénkt.) [T = ql—-Zu

Bem. s Apweichend von meiner Darstellung am 12.70. in Psderborn

ist jetzt A+B eine "ordentliche" geometrische Summe, dAie Jones'
Zahl/Menge 1 entspricht.

D. Die "Geschichte' eines Bandes

¢ine "normierte Berechenbarkeit" (s. H. ) soll das Ar-

xX+1

gument x durch x+1 Einsen, codiert (2" -1), darstellen, deren

letzte das "beaobachtete Fo1d" ist. "x skzektiert" konnte durch

Ende der Rechnung mit Wert = O , also (2X+1

-1 Ys4+1 mit der
letzten Hins als beobachtetem Feld, sein. Dann solil eine Zu~
satzprozedur (Teil des normierten gelesenen Programms) das

Argument loschen und zur einzigen 1 (die O darstellt) zuruck-

kehren.




it 1 = Band ein ¥eld nsch links

= M " Y " rechts

= Wechsel des vorliegenden Feldinhalts (1/0, 0/1)

QO

J = bel Beobachtung 1 Spruag in die Programmschlieife

h= " " halt und Loschen der letzten 4

des vorlaufigen"halt"die Programmfolge

hat man statt
r¥Pr¥1 )1 S Lo am G 1o H.

Durch S5 = Tps wird die Tolge der vel A beobachieten Felder
des Bsndes oeschrieben (2-Zeichenalfabet §0,711}).

(Grogeres Alfabet, <25, durch k Bénder mit sleichem Bewe-
gungsgesetz moglich, )

Sei KCB, also q<KCA, eine Beschreibung der Stsllen/Zeit-

punkte, an denen das Bund nicht nach rechis bewegt wird, eben-

so L{B, also q*LCA, eine Beschreibung der Stellen, an denen

das Bund nach links bewegt wird. Perner seien H,PCA Beschrei-
bungen der Stellen, an denen 1 durch O (eraze) bzw. O durch 1
(fi11l) ersetzt wird.
Ferner seien Ty = Tn(KeM ), T = Tn(LM ) die durch K bzw, L
mittels der lokalen Maske asus der Geuschichte des Bandes aus-
geblendeten Teile. Damit ist lde delinierende Bedingung fur
d1ie Geschichte des Bandes?

T = (qa/z)'(T+%{)+q2'tTL#F-E)+q(2K+1—1)
(Dureh das Verlegen des "Aurfraéumens"” in die Programmcodierung
kann hisr die sufwendigere linke Seite

T + (qz)e+1°{(2x+1—1)-a+1) € beschreibt das inde der technung
vermieden werden.) Die Rechtsverschiebung (8ine 3telle weniger
als M) wird gersde durch Tx sufgehoben, die Linksverschiebung

(eine 3telle mehr als «) w#ird durch Addition vor TL bewirkt.
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Die Verwendung von F und E entspricht der Oporation + 1 bzw,
- 1 tei Jones/Mat. (1980/34), wobei hier sber ein Ubertrag

Jon,
durch die Definition=nl und 4 ausgeschlossen ssin muR.

Ubersetzung @iner Maschinentafel, Dies konnte anslog gzu

Jones-iat, (1680/8i) geschehen. Die univereelle Maschine, die
eine Trogrammschleife asus "Elementarmaschinen" liest, erscheint

{mir) einfacher. ‘

Lesen giner FProgrammschleife., Das Programm soll sls HSchleife

aus 1 2-Bit-Signalen gegeben sein, "also" als Zahl p nit

« Mit P = pﬂz::ini wird p so oft wiedeholt, dap es an
L<

szllen"Stellen 3A" zur Vepfugung steht., Entusprechend zum jeweils
beobachteten Feld des Bandes

So = Tph
werden 2 benachbarte Stellen der Schleif'e durch

Sy = Pph und 28, = Pplh . beschrieben
{("34" vetzt jeweils eine Maske fur 2 benachbarte Stellen, der
¥ert der linken Stelle wird durch S, wieder an der Stelle A
angegeben, ) Das Proyramm ist dann ein zyklisch wiederholtes
"aourletter-word", dessen Anfang "bei ¢", als kleinsten'"Punkt"
von A, vorliegen soll. Diu Linge von (Vorwarts!)-Sprungen
"hei 1" werde in einem Zahler J registriert, der "bei q" auf
0 steht und dessen O-Stellung durch S;CA, (d.h. die Stelle
von S3 = O o der lokale Teil von J = Q), durch

ae2logcaentes,
angezeigt wird (jeder Sprung ist kiurzer als die Schleife).
Schiiepglich werde durch § , S EA, angezeigt, ob das Verhalten

der Maschine von S; (Z&hler O bzw. 3 0) oder von Sg (Feld

von T) abhéngt (also 2 Zustdnde moglich).




J_ bzw. J_ beschreibe dle Ste.len, en denen zumt zénler 1
addiert bzw. subtraniert wird. Am -nde der dechnung soll
der ZEhler auf O stehen, Dann wird die "Genchichte! des
7zeéhlers (nach dem Vorbild von Jones=Mat, {1930/84 ) beschrie-
ben durch

3= °(3+3,-3)
nie Operationen auf das Band und auf den Zékler sind "ovei A"

1okal zls boolesche Funktlonen von Sgyen ¢S 38 20 beschreiben.

Roolesche FPunktionen “bei A

Rationeller als durch Komposition der Manktionen yemas B,

lassen sich die booleschen Hilfsfunktionen (von Sgyese,93,5)

atwas
K,L,EF,J, wie folyt bestimmen (J_ amd 5., » heben eine andae-
re Struktur). Pur X;CA, YCA ist Y :L<8XL pestimmt durch

8A~3X( G 8A-Y
Bei anwendungen sind ggf. auch einige X durch T S
bzw. ¥ durch A-Y zu ersetzen (unbenutzte Variable durch O
bzw. A-0). Der volle "meichtum" konjunktiver oder disjunktiver
Normalformen tritt hier nicht auf; ob sich die speziellen ein-
racheren Losungen (die hier nicht benutzt werden) fir o ,

7 = XoY sausgedruckt durch A-Z C ¥+ C 3A-Z Z C A

fl

W= XY " " WO XY C 2atW W <A
verallgemeinern lassen, konnte ich noch nicht klaren.

Normierte Berechenbsrkeit (Variante von Hermes' "keitd")

Die Zahl x wird durch x+1 sinsen dargestellt; susgezeich-
netes Feld ist aber das letzte (rechts) in der Zahl. Programme
sind(zunfchst) Wolgen aus (&,1,r,31, die nior nach rechts Tort~
schreitend gelesen werden (die Bezichung zZwicehsn L und t kehri

. . ¥ [T - _ . } = A
dies spater umqﬂesgenu in die Bestismung von p ein 3 4dss Pro-

Lramm wird dann nsch rechts geschoben).




Die Sprungziele von

: if<80>=1, then goto... (d.he wo Su"1" Zelgt, eee)

J
senzuzeligen, benuben 2 ¥lammerkonventionen, da [//3?S;ﬁ\\
nicht stort und R (’ﬂ\\- '7<*“\i .I//’“ngfi%?nlcht vor-

KONMmEN .

"(,..3)" bezeichne den Sprung ... rach "(", also rickwarts,
"ileaal” " " Sprung ... nach "j", also vorwarts.
N.,chdem am Znde des Programas "malt bel <SQ>=1", also da, , ange-—
gt und die Schieife geschlossen ist (&,1,r sind @sByv!), sind
slle j durch &8XB zu ersetzen, mit den k , die sich durch die In-
terpretation der (...J) , J[-.+] ergeben.
Hilt'sprozeduren

Ky = (03)™18(23) 8 (e 613) (19)%x

kopiert hinter die letzte von mindestens n Zzhl (darstellung)en

die von rechts xezahlt n-te.

L, = (¢rj)r 1éscht die letzte zahl(...) und geht auf die vorige.
Ly = (rd)r(61&(13)re(rj)rj1e(1])rér

15scht die vorletzte 7Zshlf...) und ruckt die letzte heran.
Grundfunktionen
C = 126 wull (ggf)) hinter die letzte Z hl gesetzt,
S = K,1& Kachfolger der letzten Zshl hinter diese Jesetzt,
P! = K_,,_; Die Projektion wie iolich.

Normierte Hinsetzung H zu n(%) = g(f,(%),...,fn(g)) mit G zu g,

Fi Z1 fi

H = F1Km %5 mK mF 300 oK

2 m+1— 1 L2GL2

Primitive Rekursion H zu n(0,¥) = £(¥), n(sx,B) = gl(x, B, nx, %))

mit F,G zu f,g

B = F(rj)>" rgt‘i[é(é(lj)n+2rGL2(r':i)n+2¥rj)5]5(lj)n+2r

Kleinstzahloperator H zu n(®) = pyf(%,y) = Q0 mit P 2u f

H = L[{L,]1eFérj)r




Aufriumen bei inde der sechnung mit £(x) = O; LOschen des Argu-
ments L = r{rj)1(&1j)1

Zinfacher als L,; fahrt ebenso wie L, far £{x)40 auf eine durch

D3
die Bedingung fUr T nicht akzeptierte Situation.

L. Die Maschinentafel

T P J Operdationen auf
7eile S S, S, Si: 8 T J S
o {? 11 0 1 é{g 1 a=(4,1) Fir &
1 1 o o 1 1 p={1,0) " 1
2 o 1 o 1 r 1 yv={0,1} " =»r
3 o o 0o 0 5={0,0) M "if,.."
i 11 4 (2) o ¢o0o (?) 8a, fUr halt bei 9
5 1 1 0 C 1 GSB " Sprunglénge
{6} 1 o 1 0 (Reserve)
7 1 0 0 0 +1 0 55
8 1 1 1 1 -1 1 NoQOp on T
g g ] 1 ] -1 1L Countdown on J
10 o 1 1 1 -1 1 1 auf S, far J40
11 o o 1 1 1) (3 £ir J local?)
12 o 1 1 0 17 NoOp on T
13 o 1 0 0 1 zum nachsten
{14) 0 0 1 0 Refehl anf P
15 o 0 0 O 0
Tur gl, J.» T, oK, J_, 8 (neu), E, etwa nach Zinfschheit geordnet,

erzibt sich hieraus:
gl = S,A83A95 448 J+_= Sgnr"S A8 A~ F = =5nA84A8 A8 345
(_lK = —'("811\82/\"’83.‘\8) oo S1V”—'82V81V_’S

(S4v3g )AS3AS 3 (neu) = S,vSyv(S3A8)

¥
It

E = SaAS4AS,A(—~83v—-8) , Beridcksichtigt man aber, daf bei
Megalen" Programmen Zeile 7 nicht vor Zeile 4 wirksam wird,

so liefert die "(0)" einfacher < = SgaS,ASpA—8;




Ziel: xcC « 3§E(D,l,x,§), Fonjunktion veon Exponential-Polynomen E ,

Programm fa»C

Variablen, die Abklurzungen fur mehrfach benutzte Teilterme sind,
konnen z.T. vermieden werden; nicht, wenn die Zwischenwerte nur

rejational definiert sind wie bei a4 e

/

xeC o AgmreBAPS,S 5,5 ;JUVSW J_J+LFKETk$Lb,1;x,._]d.io

[q = 21+ml A (221*1)°r _ 221-2em_1
A (q2—1)°B = q2(6+1)—1 AA=qBAP=rop

A Tl = C A S, = TQA A Sy = PQA A 284 = Pn2A

ASy CAAAR T Carls; AU =848, A ¥ o= 808

2e+1

AW=TyV A S = qg(w—q ¥ A d_ = UV

AT, G A A TATS4-S~8,=5 C TA+T

>
=
M

>
g
M

>
=
Ha!

B

A A SA-S54+5,+855-84+8 C 7A+F
B A 6A-5,+8,-5,+8 C 8A-cK
A

=
=
HA!

A BA+S4+84+85,-5 S TA+E

q2(J+J+-J_) AT, = TQK'(Q2—2)

[}

J X
AT = TQL=(q2~2)... AT = q2/2-(T+TK)+q2(TL+F-E)+q(2X+1—1)1
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- 98 - (Nachtrége 24.11.82)

21 1

: . * e :
[1] Wegen p<2 ist p =p+2 als Programmnunmer geelignet;

damit "einfacher"
21 21 -_
*EC 5 @ Fpl{p*=p+2°" A pe2™" A IyE(p,1,x,7))
- -
“ 3yE*(p*,x,y)
Dann mit x&D o x€C_ wie {iblich:
zwar d mit xécd <. xeD prinzipiell definierbar, sber

d mit x€Cz « x¢D  umméglich.

[2] Etwas einfacher, S und A-S auszutauschen.

[3] Von der Kombination von
Jones-Hatijasevi¥ (1980/84) DIRECT TRANSLATION OF REGISTER
MACHINES INTO EXPON:sNTIAL DIOPHANTINE EQUATIONS

mit

Gregu§ov§/Kor&c SMALL UNIVERSAL MINSKXY MACHINGS in
lathematical Poundsations of Computer Science 1975, Dppe. 3082316
unter Verwendung der hier benutzten Techniken ist eine Losung

gleicher GroBenordnuny zu erwarten.




